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Die symmetrische Determinante zweiten Ranges: 
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ist, wenn die Indiezs j, und 4; nach dem Modul x, genommen und die Zahlen :, x aus den Congruenzen: 
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bestimmt werden, lässt sich, wie von Herrn M. Nöther und mir gezeigt wurde, unter Adjunetion von Einheits- 
wurzeln als ein Produet von homogenen linearen Funetionen der Elemente darstellen. Die schon von Bessel 


bemerkte Determinante: 
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in weleher sämmtliche Indices nach dem Modul x zu nehmen sind, nud die von Herrn A. Puehta in seiner 
Arbeit: „Ein Determinantensatz und seine Umkehrung“ (Denksehritten der kais. Akademie der Wissenschaften, 
mathem.-natnew. Classe, NXXVIT. Bd., IE Abth., p. 215 ff.) betrachtete Determinante der Ordnung 2" sind 
bekanntlich speeielle Fälle der eben angeführten allgemeinen Determinante. 

Es lässt sich nun, wie in den folgenden Zeilen gezeigt werden soll, ein dem erwähnten Satze analoges 
Theorem für Determinanten höheren Ranges aufstellen. 

Die Elemente der Determinante (p+2)ten Ranges und (7, Rg.. nter Ordnung: 
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mógen dureh die Gleichungen: 
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bestimmt sein, wo die Indices «, z mit den Indices In, Jaen x1, Sun, x, durch die Congruenzeu 1) ver- 


bunden sind und 
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so erhält man: 
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Berücksiehtigt man, dass die Indices j, nach dem Modul », zu nehmen sind so erhält man: 


ml pipa) | Mts pae Pa) , —xr(ar dB») 
[2 see H 


3 me ; GE : = 
) Ay lase ni Xis Xm rh us Haye enn V] 2 » 
jim kn, Jot 
= D ; wr 5 m f gh aded) gast) NS pm rn), 
Zn, anni 2 i 
J1 2205370, Je 
wo: 
, 
Dan edle tan ler ln, ae ir Eja Ra mao Ja gie Jn à) 
- 5 
TENTER E 
Ga opnan deens ee UON ion P hy lays ës Die le) 


(Hy xp a mn erere Ji cam, 173, aif Rh, mA pr pa epp 
LJ Tees Es ee aeneis ll 


di oder! un 41 crt go mos eR e 


227 


Uber Determinanten höheren Ranges. 
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Aus der Gleiehung 3) folgt die Relation: 
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angegebene Indexsysten das System der festen Indices sein soll. 
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wo die Indices s’, x sich aus den Congruenzen 1) ergeben, wenn in denselben j} dureh u) ersetzt wird und das 
Akademie der Wissenschaften, mathem.-naturw. Classe, XLII. B.d, IT. Abth., p. 17 ff.). 


dureh den Index « 


Anu habe ich folgenden Satz bewiesen: („Uber Determinanten höheren Ranges“. Denksehriften der kais. 
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die einzelnen Elemente Producte von » Grössen (r< m) in der Weise, dass: 
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ist, wo die Zahlen 
deren Anzahl gleich m—1 ist, verschiedene Zahlen aus der Reihe 2,3,..., m und so beschaffen sind, dass 
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p ist, so zerfällt die erwähnte Determinante in ein Product von y Determinanten derselben Ordnung, 
angzahlen durch die Anzahlen der Indices der verschiedenen Grössen e) angegeben werden, so dass 
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Die Gleichung 4) verwandelt sich daher in die folgende: 
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Für die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Determinante ergibt sich aber aus der Gleichung 
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Nach dem von mir a. a. O. mitgetheilten Multiplieationstlieoreme der Determinanten höheren Ranges 
ist aber die auf der rechten Seite der letzten Relation stehende Determinante (»+2)ten Ranges das Produet 


einer Determinante zweiten und einer Determinante (p+2)ten Ranges, so dass man hat: 
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Aus den Gleichungen 5) und 6) folgt: 
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Die Gleichung 7) zeigt zunächst, dass die Determinante (p-H2)ten Ranges: 
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in welcher die Elemente den früher angegebenen Bedingungen genügen, unter Adjunetion. der » Grössen 
Pi bas: @ Sich auf eine Determinante derselben Ordnung vom Range p+1 redueiren lässt, deren Elemente 
lineare homogene Fuuetionen der Elemente der ursprünglichen Determinante sind. 
Man sieht ferner sofort, dass die Determinante (p-+1)ten Ranges: 
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so verwandelt sich die Relation 7) in: 
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Von den speciellen Fällen dieser Formel mögen die folgenden zwei Relationen besonders hervorgehoben 
werden. 
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alsdann ist o, eine primitive x, te Einheitswurzel nud man hat daher die Relation: 
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Man bat also den Satz: 


Die Determinante (p4-2)ten Ranges und (i 7a. .... 25) ter Ordnung: 
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ist, wenn die Indices « = dureh die Congmenzen 1) bestimmt und die Grössen /; und x, nach dem Modul A: 


genommen werden, lässt sich unter Adjunetion der Gattung der (xi 5. .... n,)ten Einheitswurzeln auf eine 
Determi.ante vom Range p4a-1 und der Ordnung ry 5,..... n, reduciren, deren Elemente lineare homogene 


Funetionen der Elemente der ursprünglichen Determinante sind. 

Beachtet man, dass eine Determinante ersten Ranges von v Elementen das Produet dieser Elemente ist, 
so erhält man aus der Gleichung 9) fürp =O sofort den im Anfange erwähnten Satz über symmetrische 
Determinanten zweiten langes. 

Ist ferner: 
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so verwandelt sich die Relation 8) in: 
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wo die Marke an den Elementen der Determinante anf der linken Seite der Gleichung anzeigt, dass das 


betreffende Element mit dem Vorzeichen (— 1) zu versehen ist, wenn z der Grössen 7, , 5,..., 7, Kleiner als 
die entspreehenden Zahlen x sind. 


Man hat also das Theorem: 
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ist, wenn die Indices j} und x, nach dem Modul A: genommen, die Zahlen :, x ans den Congruenzen 1) 
bestimmt werden, und die Grösse c angibt, wie viele der Indiees Ju, Jo- J} kleiner als die zugehörigen 
Zahlen x sind, lässt sich unter Adjunetion der Wurzeln der Gleichungen: 
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als eine Determinante vom Range p+1 und der Ordnung Ay Ra... .2, darstellen, deren Elemente lineare, 


homogene Funetionen der Grössen 


Veen: 
sind. 
Den speeiellen Fall p = 0, r = 1 dieses Satzes hat unlingst Herr Seott mitgetheilt. 
Die Relationen 9) und 10) zeigen, dass die auf der linken Seite der Gleichung 9) stehende Determinante, 
wenn eine der Zahlen », gerade ist, sich in ein Product von zwei Determinanten zerlegen lässt. Für quadra- 
lisehe Determinanten hat auf diesen Umstaud zuerst Herr Glaisher aufmerksam gemacht. 
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